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定義についてはまず r 2 Z0，s 2 C，! = (w1，  ，wr)，w1，  ，wr 2 R>0，x > 0
としたとき，多重フルヴィッツ・ゼータ関数を
zr(s, x,!) = å
n0
(n ! + x) s
= å
n1, ,nr0










と定義する．さらに j!j = w1 +   +wrとしたとき，多重サイン関数を
Sr(x,!) = Gr(x,!) 1Gr(j!j   x,!)( 1)
r
と定義する [4, pp. 34–38]．このように多重三角関数を定義する際に多重フルヴィッツ・ゼー
タ関数がもととなっている．さらに多重フルヴィッツ・ゼータ関数の漸近展開について，
B(r)l (x,!)を
w1   wrtrext









定理. (K. Onodera [2]) k, a 2 Z0，m 2 Z1 とし，t0 2 R，x, t1, t2,    , tm 2 R>0，
s 2 C n {1,    ,m}とする．t = (t1,    , tm)とおき，jt0j, t1,    , tm # 0としたとき，次
3
の漸近展開を得る．
t1    tm ¶
k
¶sk






























系. （K. Onodera [2]）






とする．a 2 R, a 2 Z1とし，x ! ¥としたとき，













( 1)l(l   r  1)!
l!
B(r)l (a,!)
w1   wr x
r l
+ R(r)a (a, x,!)．
ただし R(r)a (a, x,!) = O(x a 1)．
本論文の主結果の系として，次の結果が得られた．
主結果の系 
上の系の誤差 R(r)a (a, x,!)において，a > r  1とする．




w1   wr å   å0l0, ,lrr+a
r+a+1l(r+1)(r+a)
(Bl1    Blr 












w1   wr
2j ax jr+a+1


































å   å
0l0, ,lj 1r+a
0lj+1, ,lr1
 Bl1    Blj 1 



















ついて説明する [4, pp. 2–26]，[5, p.6]．






























を用いてフルヴィッツ・ゼータ関数を Re(s)  1へ解析接続することが出来る．さらにフ
ルヴィッツ・ゼータ関数の s = 0における微分とガンマ関数を結びつける次のような公式
が知られている．




































いて説明する [1]，[4, pp. 34–38, pp. 102–103]，[5, pp. 3–8]．
r 2 Z0，s 2 C，Re(s) > r，! = (w1，  ，wr)，w1，  ，wr 2 R>0，x > 0としたと
き，多重フルヴィッツ・ゼータ関数を
zr(s, x,!) = å
n0
(n ! + x) s
= å
n1, ,nr0
(n1w1 +   + nrwr + x) s
で定義する．r = 1，! = w1 = 1のときは














(1  e w1t)    (1  e wrt) dt




















と表すことが出来る．さらにオイラーの公式から j!j = w1 +   +wrとしたとき，多重
サイン関数を
Sr(x,!) = Gr(x,!) 1Gr(j!j   x,!)( 1)
r
と定義する．とくに，r = 1，! = w1 = 1のときは，多重ガンマ関数の定義から，









る．そのためにまず有理数 Bl と実数 B(r)l (x,!)を定義する [3, pp. 19–20]，[2]．
ベルヌーイ数 Bl を
tet







によって定義される有理数とする．Bl は lが 1を除いた奇数のとき Bl = 0となり，lが 0
を除いた偶数についても l  0 (mod 4)のとき Bl < 0，l  2 (mod 4)のとき Bl > 0と
なる性質をもつ．具体的な値は以下の通りである．
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10   
Bn 1 12
1
6 0   130 0 142 0   130 0 566   
さらに x 2 Rとしたとき，B(r)l (x,!)を
w1   wrtrext












l0!    lr!Bl1    Blrx





定理 3.1. （K. Onodera [2]）
k, a 2 Z0，m 2 Z1とし，t0 2 R，x, t1, t2,    , tm 2 R>0とする。t = (t1,    , tm)
とおき，jt0j, t1,    , tm # 0としたとき，次の漸近展開を得る．
1. s 2 C n {1,    ,m}としたとき，
t1    tm ¶
k
¶sk





















2. s 2 C n {1,    , r+m}としたとき，
t1    tm ¶
k
¶sk





















証明. 定義から z0(s, x) = x sであるので 2のみ示す．











(e t1u   1)    (e tmu   1) du
と Re(s) > r+mの範囲で積分表示することが出来る． ( u)me t0u
(e t1u 1)(e tmu 1) について，














Fa(t) = Oa((1+ e t)jtja+1) 8t 2 R
Ga(t) = Oa(ta+1) 8t 2 R>0
8
であるので，R(m)a (u; t0, t)をある関数として，
t1    tm( u)me t0u























0BB@ å   å
l0,l1, ,lm2Z>0
l0+l1++lm=l
Bl1    Blm
l0!l1!    lm! t0
l0 t1l1    tmlm
1CCA ( u)l + R(m)a (u; t0, t)
と表すことが出来る．この R(m)a (u; t0, t)は u > 0において，
R(m)a (u; t0, t)m,a (1+ e t0u) å   å
a0,a1, ,am2Z0
a+1a0+a1++am(m+1)(a+1)
(jt0ju)a0(t1u)a1    (tmu)am
である．





































zr(s+ l  m, x,!) + E(m)a (s; t0, t)












この章では R(m)a (u; t0, t)と E(m)a (s; t0, t)について詳しく述べる．
9
4.1 R(m)a (u; t0, t)について
この節では R(m)a (u; t0, t)について説明する．





















0BB@ å   å
l0,l1, ,lm2Z>0
l0+l1++lm=l
Bl1    Blm
l0!l1!    lm! t0
l0 t1l1    tmlm












































































































































= å   å
0l0, ,lma
Bl1    Blm
l0!    lm! ( t0u)













å   å
0l0, ,lj 1a
Bl1    Blj 1
l0!    lj 1! ( t0u)







となるので，ここから第１項目を除き R(m)a (u; t0, t)を求めると
R(m)a (u; t0, t)
= å   å
0l0, ,lma
a+1l0++lm(m+1)a
Bl1    Blm
l0!    lm! ( t0u)













å   å
0l0, ,lj 1a
Bl1    Blj 1
l0!    lj 1! ( t0u)









4.2 E(m)a (s; t0, t)について
この節では E(m)a (s; t0, t)について説明する．

























E(m)a (s; t0, t)js=0
を考える．ここで， ¶¶sE
(m)
a (s; t0, t)js=0において次のような結果が得られた．
補題 4.1. a > r+m  1としたとき，
¶
¶s
E(m)a (s; t0, t)js=0 =
Z ¥
0







G(s)E(m)a (s; t0, t) =
Z ¥
0









(s)E(m)a (s; t0, t) + G(s)
¶
¶s














G(s) をディガンマ関数，g = 0.577    をオイラー定数とすると，
¶
¶s


















































































E(m)a (s; t0, t)js=0 =
Z ¥
0











































Ga(tju) å   å
0l0, ,lj 1a
Bl1    Blj 1
l0!    lj 1! ( t0u)





















a (s; t0, t)js=0について評価した結果を述べる．前の章の式 (3)を３項に























w1   wr
1







































とすると，0  u  erにおいて，

















































w1   wr
1





































































 å   å0l0, ,lma
a+1l0++lm(m+1)a
(
Bl1    Blm
l0!    lm! ( t0)














jBl1    Blm j
l0!    lm! jt0j




w1   wr
1






























( t)a+1 (0 < q < 1)
である．t  0のとき，
e qt  1  1+ e t
となり，t < 0のとき，
e qt  e t  1+ e t
であるので，8t 2 Rにおいて，
e qt  1+ e t
がいえる．したがって






































t!¥ f (t) = 1
から，c = 1がいえるので，
 t




















































































å   å
0l1, ,lm1








(a+ 1)! å   å0l1, ,lm1














w1   wr å   å0l1, ,lm1
 
tl11    tlmm
ea m r+1+l1++lmr











 å   å
0l1, ,lm1
 

































w1   wr å   å0l1, ,lm1
 
tl11    tlmm
ea m r+1+l1++lmr











 å   å
0l1, ,lm1
 











w1   wr å   å0l1, ,lm1
 
tl11    tlmm
ea m r+1+l1++lmr











 å   å
0l1, ,lm1
 











w1   wr å   å0l1, ,lm1
 
tl11    tlmm
ea m r+1+l1++lmr











 å   å
0l1, ,lm1
(


















































































の右辺において，z(2k)が単調減少であるので [6, pp. 122–123]，
 B2k(2k)! は単調減少．した
がって 1  z(a+ 2)  z(a+ 1)  z(2) = p26 を用いて
jGa(t)j 







 (a+ 1 : 偶数) Ba+2
(a+2)! t
a+2





a+1 (a+ 1 : 偶数)
2z(a+2)
(2p)a+2 t




























Ga(tju) å   å
0l0, ,lj 1a
Bl1    Blj 1
l0!    lj 1! ( t0u)







































(tju)a+1 å   å
0l0, ,lj 1a
Bl1    Blj 1 
l0!    lj 1! (jt0ju)
l0(t1u)l1    (tj 1u)lj 1




































tja+1 å   å
0l0, ,lj 1a
0lj+1, ,lm1
Bl1    Blj 1 
l0!    lj 1! jt0j































tja+1 å   å
0l0, ,lj 1a
0lj+1, ,lm1
(Bl1    Blj 1 
l0!    lj 1! jt0j


























定理 5.1. 定理 3.1の k = 1，s = 0の場合の誤差 ¶¶sE
(m)
a (s; t0, t)js=0 について，l = l0 +







0 r = 0
とし
たとき， ¶¶sE(m)a (s; t0, t)js=0





jBl1    Blm j
l0!    lm! jt0j




w1   wr
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w1   wr å   å0l1, ,lm1
 















 å   å
0l1, ,lm1
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tja+1 å   å
0l0, ,lj 1a
0lj+1, ,lm1
(Bl1    Blj 1 































定理 6.1. （K. Onodera [2]）
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m 2 Z1 とし，t0 2 R，x, t1, t2,    , tm 2 R>0 とする。t = (t1,    , tm) とおき，








a  m+ 1としたとき，






























































































































c > 0，a 2 Rとしたとき，
1. zr(s, cx, c!) = c szr(s, x,!).
2. Gr(cx, c!) = expf (log c)zr(0, x,!)gGr(x,!).
3. B(r)l (cx, c!) = c
lB(r)l (x,!).















証明. まず 1と 2の斉次性については，定義より明らか [4, pp. 47–48]．さらに 3と 5につ
いても式 (1)から明らか．4については，( ¥,¥)から Cへの写像 j : ( ¥,¥) ! Cと
r 2 (0,min 2pwj )を用いて Crを
Cr : j(u) =
8>><>>:
 u(u <  r)
r exp(pi u+rr )( r  u  r)
u(u > r)
と定義したとき，コンタワー積分による積分表示




(1  e w1t)    (1  e wrt) ( t)
s 1 dt
によって導かれる [5, pp. 13–14]，[3, pp. 141–147]．
この補題から，次の漸近展開が示される．
系 6.1. （K. Onodera [2]）
a 2 R, a 2 Z1とし，x ! ¥としたとき，













( 1)l(l   r  1)!
l!
B(r)l (a,!)
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x    wrx
w1
x



























































( 1)l(l   r  1)!
l!
B(r)l (a,!)

















という順番で行えばよい．まず定理 3.1の誤差評価において，aにm+ aを代入し，rに 0
を代入 (特に er = 0)すると，
å   å
0l0, ,lmm+a
m+a+1l0++lm(m+1)(m+a)
(Bl1    Blm 
l0!    lm! jt0j










(m+ a+ 1)! å   å0l1, ,lm1
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tjm+a+1 å   å
0l0, ,lj 1m+a
0lj+1, ,lm1
 Bl1    Blj 1 
l0!    lj 1! jt0j






G(a+ 1+ l0 +   + lj 1 + lj+1 +   + lm)
!)
25
である．次にmに rを代入して，x = 1を代入すると，
å   å
0l0, ,lrr+a
r+a+1l0++lr(r+1)(r+a)
(Bl1    Blr 
l0!    lr! jt0j




(r+ a+ 1)!å   å0l1, ,lr1
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tjr+a+1 å   å
0l0, ,lj 1r+a
0lj+1, ,lr1
 Bl1    Blj 1 
l0!    lj 1! jt0j
l0 tl11    (tj 1)lj 1(tj+1)lj+1    (tr)lr
 G(a+ 1+ l0 +   + lj 1 + lj+1 +   + lr)
!)
である．次に t0に ax を代入し，tを !x にすると，
å   å
0l0, ,lrr+a
r+a+1l0++lr(r+1)(r+a)
(Bl1    Blr 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x
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å   å
0l0, ,lj 1r+a
0lj+1, ,lr1
 Bl1    Blj 1 









lj+1    wr
x
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(Bl1    Blr 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å   å
0l0, ,lj 1r+a
0lj+1, ,lr1
 Bl1    Blj 1 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w1   wr å   å0l0, ,lrr+a
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(Bl1    Blr 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(r+ a+ 1)!å   å0l1, ,lr1
(w1
x


































å   å
0l0, ,lj 1r+a
0lj+1, ,lr1
 Bl1    Blj 1 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(Bl1    Blr 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å   å
0l0, ,lj 1r+a
0lj+1, ,lr1
 Bl1    Blj 1 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系 7.1. 系 6.1の誤差を R(r)a (a, x,!)とする．a > r   1とし，l = l0 +    + lr，lhii =
l0 +   + li 1 + li+1 +   + lrとおくと，R(r)a (a, x,!)
 x
r
w1   wr å   å0l0, ,lrr+a
r+a+1l(r+1)(r+a)
(Bl1    Blr 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